Matematisk statistik TMS063
Tentamen 2018-08-21

Tid: 14:00-18:00 Tentamensplats: SB

Hjilpmedel: Bifogad formelsamling och tabell samt Chalmersgodkénd réiknare.
Kursansvarig: Olof Elias

Telefonvakt /jour: Olof Elias, 0762026293. Till salen ca 15.00 och 17.00
Betygsgrinser: For betyg 3, 4 resp. 5 krdvs minst 12, 18 resp. 24 poéng.
For att bli godkind pa kursen kravs godként pa tentan och godként resultat
pa bada flervariabel-duggorna.

Till varje uppgift skall fullstéindig 16sning ldmnas!

1. T en urna ligger 13 bollar varav 7 st dr roda och 6 st dr bla. Antag att vi
drar 5 bollar utan aterlédggning. Beriikna:
(a) Antalet séitt kan man dra 5 bollar? 2 podng

(b) Sannolikheten att vi drar 0 réda bollar samt sannolikheten att vi drar
2 roda bollar. 141 poidng

(c) Sannolikheten att vi drar k réda bollar, dir k dr nagot positivt heltal.
2 poang

Loésning:
Antalet sidtt man kan dra 5 bollar pa ges av binomialkoefficienten:

v= (%)

De sokta sannolikheten ges av

Antalet sidtt man kan dra 0 roda av 13 mo

Antalet siitt man kan dra 5 bollar av 13 N

och
Antalet sidtt man kan dra 2 roda av 13 Mo

Antalet sitt man kan dra 5 bollar av 13~ N~
sa vi behover helt enkelt bara berdkna mg och my. Om vi drar 0 roda
bollar sa innebér det helt att vi drar 5 bla bollar vilket ger att

()

Den andra kvantiteten kan beridknas av foljande argument. Antalet sétt
att dra 2 roda bollar av 7 mgjliga ges av (;) De resterande 3 bollarna

skall vara bla vilket innebér att dessa kan dras pa () sitt. Totala antalet
sitt man kan dra 2 bla ges av att multiplicera ihop dessa kvantiteter:

m=(2)()

Det generlla uttrycket ges av

N/ 6
<k> <5_k)/N, k=0,1,2,3,4,5



2. Lasse Kongo har bestamt sig for att bli basketproffs. For att gora detta
borjar med han med att 6va pa straffar. Om man antar varje férsok ar
oberoende och lyckas (dvs. gor mal) med en sannolikhet p = 1/20.

(a) Vad &r sannolikheten att hans forsta mal kommer forst efter 5 kast?
1 poéang

(b) Hur manga kast férvintar man sig att Lasse maste gora tills att han
lyckas for forsta gangen? 1 poidng

(c¢) Givet att Lasse har kastat mer &n 10 kast, vad #r sannolikheten att
han maste kasta mer dn 10 kast till for att triffa korgen? 2 poidng

Losning: Lat X vara antalet forsok som kriavs for att Lasse Kongo ska
gora mal for forsta gangen. Da dr X ~ Geo(p) med p = 1/20 vilket ger
téthet och fordelningsfunktion:

) f({L‘) = (1 _p)m_lpwr =12,.. (1)
) F(x):lf(lfp)w’x:]_’z’ (2)

vilket ger att den sokta sannolikheten ges av

P(X
P(X

T
T

IN

P(X>5)=1-P(X<4)=1-(1-(1-p*=(1-p*=(19/20)~
Véntevérdet ges av
E[X]=1/p=20.
Slutligen sa far vi att

_ P(X>20,X >10) _ P(X > 20)
PXC>200X>10) = =550 ~ P(x > 10)

vilket ger

P(X>20) 1—(1—(1-p)?*)
P(X >10) 1—(1—(1—p)i0)

=(1-p'=PX >10).

3. Lat
flay)=coy, 0<az<y<1,

dér ¢ > 0 ar en positiv konstant.

(a) Bestdm csadan att f &r en téithet for en stokastisk vektor Z = (X, Y).
2 poing

(b) Beriikna marginaltitheterna och motsvarande fordelningsfunktioner
for Z. 2 poéng

(¢) Berikna kovariansen mellan X och Y. 2 poéng

Losning:
Konstanten bestims av

1 pry 1 1 ry
/ / cxydedy =1 — = / / rydzxdy,
o Jo ¢ 0o Jo



vilket ger

1 py 1 27y 1.3 471
/ / zydxdy:/ Y [I ] dy:/ y—dy: [y] =-=c=_8
0o Jo 0 2 ]y 0o 2 8 1o

ool —

Marginaltdtheterna ges av

1
fx(x):/f(;my)dy:Sx/lydy:&E [y;] :456(1—:1:2), 0<z<1

x 3
fy(y)=/f($7y)dx=8y/ wdw:S% =4y°,0<y<1
0

vilket ger fordelningsfunktioner
Fx(z) = / 4t (1 =) dt = 2*(2 — 2?)
0
Y
Fy(y) = / 4t3dt =t
0
Kovariansen ges av

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Vi borjar med att berdkna

E[XY] = / / 8%y dxdy = 8/ e {3} dy = g/ y°ds = 3
0o Jo 0 0 0

Vidare sa far vi

1
E[X] = / zdz (1 - 932) dz = é
. 15
och
1
E[Y] =/ ydy’dy = -
0
vilket ger kovarians
2 8 4 —46
X,Y)=2--"=-"2
Cov(X,Y) =5~ 155 = 225

. Lat 2 = (21, ...,m,) vara ett observerat stickprov fran N(1,02). Beriikna
Maximum Likelihood-skattaren av o2. 4 po#ing

Losning :

Tétheten ges av

flalo?) =

vilket ger likelihood funktion

2o) = [T eito®) = (s ) 0 [—2; > o - 1>2]

i=1



och log-likelihood funktionen ges dérav

1 n
5oz D (@i = 1% — 3 log(2m02).
=1

lo*fa) =

For enkelhetens skull sétt ¢t = 02 och derivera med avseende pa t.
(Man kan derivera med avseende pa o och sen kvadrera men det #r enklare
att derivara m.a.p. o?).

U'(tlz) = %l(t\:ﬁ) = % (—1 Z(:cz —1)2 - ;log(Qﬂt)>

1 no 11
=3 W“”Q‘zﬁzt(tz(‘”i_l)t”)'

i=1
Derivatan byter tecken vid

n

t= %Z(xi —1)?

i=1
vilket dven dr maximat for (¢|z) vilket ger att ML-skattaren for o2 ges av
*\ 2 1 - 2
(0") == (zi - 1)

n-
i=1

. Lat « = (x1,x2,...,x,) vara ett observerat stickprov fran N(u,4), med
T = 1.37, n = 20. Testa hypotesen

Hy:p<1.1

Hy:p>11
med en signifikansniva o = 0.05. (4 poidng)

Losning: Lat o = 0.05 och lat X = (X1, ..., X,;) vara ett stick prov fran
N(u,4), da giller att

X—p
o/vn

N(0,1).

Vidare, lat
r—11

Zobs = —— = 0.6
" 2020

vara den motsvarande observerade kvantiteten. Eftersom Hy : p < 1.1 sa
ges p-virdet av

p=P(Z > zs) = P(Z > 0.6) =1 — 0.73 = 0.27.
Da p > « sa forkastar vi inte Hy.

. Bill Skarsgard vill understka om han har blivit mer poppis bland allménheten
efter filmen It. For att testa detta véljer Bill att fraga 100 slumpméssigt
utvalda personer pa stan fore och 100 personer efter premiéiren av filmen.
Antalet personer som visste vem han var fore premiéiren fick han till 45
personer. Antalet personer som visste vem han var efter premidren upp-
gick till 50. Bill antar att hans bada stickprov &r oberoende. Hjilp Bill att
understka om han faktiskt blivit mer populér genom att:



(a) Stélla upp lamplig hypotes och test-statistika 3 poing

(b) Beriikna det approximativa p-viirdet med hjilp av centrala grinsviirdessatsen
och forkasta med en signifikansniva o = 0.01. 3 poing

Lo6sning:
Lamplig hypotes ges av
HO * Defter < DPfosre
Hl : Defter > Pfore
och test-statistikan ges av
pf - ﬁe

7 =
V1o (L= 55) + 1~ o)

Om py och p. &r skattarna fér vara tva proportioner sa séiger centrala
griansvardessatsen att

ﬁf _ﬁe
Vo (s (1= 5p) + pe(1 = c)

7 =

)

dr approximativt normalférdelad med véntevirde 0 och varians 1, d.v.s.
Z ~ N(0,1). Ddrmed kan vi gora samma test for differensen py — p. som
vi gor for ett normalfordelat stickprov.
Lat 0.46 — 0.50
Zobs = - s ~ —10.05
/75 (046054 + 0.5 0.5)

vara den observerade kvantiteten. Varan hypotes ér ensidig och vi férkastar
Hj och vi ser ett stort och negativt vérde, dvs. vi férkastar Hy om sanno-
likheten

P(Z < Zobs)

ar liten. Gar vi till Tabel 111 ser vi att det minsta virdet vi kan fa tag i ar
P(Z < —3.99) = 0.000033.
Eftersom
P(Z < —-10) < P(Z < —3.99) = 0.00033 < 0.01

sa forkastar vi Hy och accepterar hypotesen att Bill har blivit mer poppis
efter premidren av It.



